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译者前言
本文是对 Jeremy Mikkola 的文章 Understanding Algorithm W 的中文翻译，并使用 Typst
重写了原文中的部分公式。一些记号和措辞经过改写，某种程度上可能更加可读，或是与其他论
文中的记号更加一致。本文附有 Python 实现。

1.简介
我发现 Algorithm W 真的很难理解，所以我写了这篇博客来帮助自己理解它，希望对你也有用。
本文面向使用过带有类型推导的语言（例如 Haskell, OCaml 和 Rust）并对类型推导感兴趣的
人群。熟悉这些语言对于阅读本文来说不是必须的，但会有所帮助。
本文不涉及理论，也不会证明 Algorithm W。我更感兴趣的是 Algorithm W 实际上做了什么
以及为什么这么做。
术语表和其他资源的链接在本文最下方（包括最初提出 Algorithm W 的论文）。

2.语言
我们用一门简单的程序设计语言来阐述 Algorithm W 的运作方式。这门语言非常简单，以至于
它甚至不包含 if 语句或是数据结构这样的东西，但对于展示类型推导中所需的各种技术而言已
经足够。扩展语言使其具有更多特性，同时仍然应用这些技术来推导类型也是完全可行的。
这门语言是纯函数式的，风格上类似于 ML 系语言。语言中的所有结构（甚至是函数定义）都是
表达式。事实上，整个程序就是一个巨大的表达式。
语言支持以下表达式：
• 字面值，例如 123 或者 false
• 变量
• 函数应用（也就是函数调用）
• 函数抽象（也就是函数声明/定义）
• let 绑定
非常小的语言，对吧？

2.1.语法
表达式可以用括号括起来以正确地进行分组。
字面值的语法跟你想的一样，例如 55 或者 true。变量的语法也一样，例如 x 或者 foobar。
函数应用有一点不一样。比如说你有一个函数 plus，用参数 x 和 y 调用它的语法是 plus x y。
如果你要先对 x 调用函数 g，然后再对结果调用 f，你就得使用括号：f (g x)。或者写成 (f (g
x)) 也行。某种意义上来说，plus x y 其实是 (plus x) y，不过我们稍候再讨论。

¹原文无此 λ。
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函数抽象的语法就是字母 λ 加上单个参数¹（为什么只有一个参数？还是一样，稍后再说）后面
跟着一个点，然后是一个作为函数体的表达式。例如：λx. plus 1 x 是一个将给定的数字加上
1 的函数。函数本身没有名字。将函数定义用括号括起来是很常见的。函数的函数体可以是另一
个函数，例如 λx. λy. plus x y（实际上是 (λx. (λy. (plus x y)))）。
let 绑定包含一个变量名、一个表达式作为变量的值，以及一个要求值的表达式（其中涉及到刚
刚绑定的变量）。例如：let square = (λx. times x x) in square 10。
以下是语法的大致 BNF：

program := expr

expr := literal
      | variable
      | '(' expr ')'
      | abstraction
      | application
      | let

literal := integer | boolean

integer := digit+
digit := '0'..'9'

boolean := 'true' | 'false'

variable := letter+
letter := 'a'..'z' | 'A'..'Z'

abstraction = 'λ' variable '.' expr
application = expr expr

let := 'let' variable '=' expr 'in' expr

2.2.语义
变量可以引用一个值或者函数。有两种方式可以引入变量：使用 let 绑定，或是通过函数参数。
一个变量声明可以隐藏一个已有的变量声明：子表达式中的变量名指向新的变量，而在子表达式
之外原先的变量仍然可以访问。注意在形如 let x = plus x 1 in x 这样的绑定中，plus 1 x 中
使用的是 x 的旧定义，而 in x 中使用的则是 x 的新定义。（在接下来的例子里，我会假设我们
已经有了一组像 plus 这样的内建函数）。
该语言中的函数可以访问其被定义时所在定义域中的其他变量。因此，尽管技术上来说这门语言
只有单参函数，我们仍然像这样可以实现多参函数：

let hypotenuse = (λx. (λy. sqrt (times x x) (times y y)))
in hypotenuse 5 10

函数 hypotenuse 接受一个数字（作为参数 x），返回另一个函数。返回的这个函数同样接受一个
数字（作为参数 y），但它返回一个数字。当这个函数像 hypotenuse 5 10 这样被调用时，它实
际上的意思是“将函数 hypotenuse 函数应用到 5 上，然后把返回的这个函数应用到 10 上”，也就
是 (hypotenuse 5) 10，括号中的部分先求值。
让所有函数都只接受单个参数可以简化类型推导（因为这样就不用检查函数调用时传参的数量
了）。这同时也意味着你可以部分地应用函数，例如：

let double = times 2
in double 10
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将 2 应用于 times 会得到另一个函数，我们可以给这个函数一个名字，并在之后使用它。
最后要指出一点：这门语言从语法上禁止了递归调用（在函数定义的内部函数名尚未被绑定，因
此无法在函数定义内引用函数自身）。尽管如此，使用不动点组合子将非递归函数转换为递归函
数还是可以的，虽说靠 Algorithm W 无法推出不动点组合子的类型²。

3.类型系统
这门语言中包含几种基本类型，例如 int 和 bool。
语言中还包含函数类型，它将输入类型和输出类型用一个中缀运算符 → 组合起来。例如，int →
int 表示一个函数接受一个 int 且返回一个 int。(int → int) → int 表示一个函数接受另一个函数
𝑓temp 且返回 int，其中函数 𝑓temp 接受 int 且返回 int。int → (int → int) 实际上就是表示一个函
数接受两个 int 且返回一个 int，但严谨地来说，这个函数接受一个 int，返回另一个函数 𝑓temp，
而函数 𝑓temp 接受 int 且返回 int。
除了像这样的具体类型之外，还有类型变量。类型通常写作单个希腊字母，例如 𝛼，𝛽 等，有时
也带有下标，例如 𝛼0，𝛽2。不要把类型变量和程序设计语言中的变量类比，相比之下，类型变
量更像是代数中的未知量：一个变量总归会有一个值（另一个类型），我们只是暂时不知道这个
值是什么。例如，𝛼 → 𝛼 是一个函数类型，它接受某些东西（我们还没有指定），并返回同类型
的某些东西。
总结下来，一个类型就是以下三者之一：
• 像 int，bool 这样的具体类型
• 像 𝛼，𝛽 这样的类型变量
• 函数类型 𝜏1 → 𝜏2，其中包含两个其他类型
就这么简单。这门语言中不支持类或者用户自定义结构，所以没有表示这些东西的类型的方式。
类型变量带来了一个使得类型推导更为有趣的小细节：泛型。让我们看看恒等函数（原样返回其
输入的函数）：(λx. x)。它的类型是 𝛼 → 𝛼。我们在书写它的类型时必须使用类型变量 𝛼，因为
我们仅凭阅读函数定义尚不知道 x 的类型。也就是说，在实际调用这个函数的时候，x 会是一个
具有某种类型的值。比如说我们用一个整数来调用这个函数：

let id = (λx. x)
in id 123

这里输入类型就变成了整数。而如果我们要在另一个计算中使用整数结果：

let id = (λx. x)
in square (id 123)

我们怎么知道 (id 123) 能求值出具有正确类型的值呢？这个时候我们就要用到包含类型变量的
类型 𝛼 → 𝛼 了。我们知道输入给 id 的类型是 int，我们将其与函数匹配，看看如果我们将 𝛼 替
换为 int 情况会变得如何。当我们将类型变量替换成一个具体的类型时，就要替换所有这个类型
变量出现的地方。在这个例子里，这也就意味着把两个 𝛼 都替换成 int，结果就是 int → int，也
就是我们知道了这个函数返回的是 int。
不过我刚刚说的其实有一点不对的地方：我们并不是直接替换掉类型 𝛼。让我们看另一个例子，
看看为什么简单地“替换”是不对的，然后我再告诉你实际上应该怎么做。

let id = (λx. x)
in (id square) (id 123)

²译注：原文为“though this type system can't actually handle the fixed-point combinator”，直译为“这
个类型系统实际上不能处理不动点组合子”。译者推测这里的意思是用本文中的类型推导算法 Algorithm W 推
不出不动点组合子的类型。不动点组合子 Y 的类型 ∀𝛼.(𝛼 → 𝛼) → 𝛼 还是可以在这个类型系统中表示的，并且
如果把不动点组合子作为内建函数，它仍可以正常地参与其他部分的类型推理，并被用于模拟递归和互递归。
参见 Principal type-schemes for functional programs。
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这里，我们先是把 square 传给 id 函数（id 函数会原样返回 square），然后又把 123 传给 id（也
是原样返回）。就程序的输出而言，这个程序等价于 let id = (λx. x) in square 123 （或者更
简单地，square 123）。
然而，这个程序中的类型很有意思。假设 square 具有类型 int → int，那就意味着第一次调用 id
时 id 应该具有类型 (int → int) → (int → int)，而第二次调用 id 时它却具有类型 int → int。如
果我们要替换 𝛼 → 𝛼 中的 𝛼，我们该用哪个类型来替换呢？不管我们选择哪一边，它都会为另
一边的 id 赋予错误的类型。
所以实际上，我们需要在每次用到函数 id 的时候“实例化”它的类型。这就意味着将其中一些函
数变量用新的类型变量（还没有使用过的类型变量）替代。我们不会用两个相互冲突的类型来替
换 𝑎，而是首先实例化 id 的类型，为第一次调用生成 𝛽 → 𝛽，为第二次调用生成 𝛾 → 𝛾。之后，
我们将 𝛽 替换为 int → int，这样这个类型就可以被用于 (id square) ；将 𝛾 替换为 int，这样类
型就可以被用于 (id 123) 。具体细节会在系列与泛化一节中涉及。

4.类型推导
在描述如何在这门语言中推导表达式的类型之前，我得先讲解两组基本类型操作。

4.1.归一化（Unification）与替换（Substitution）
归一化只需要很少的代码就能实现，但它却是类型推导算法的核心。我们就是用归一化来分析什
么东西是什么类型，并找出类型错误的。可以说，类型推导中的其他部分就是准备调用归一化函
数所需的数据，并使用归一化函数的结果。
所以归一化到底是什么呢？它是一个用来找出“要使得两个类型相等，需要作出哪些改变”的算
法。如果无法让两个类型相等，就意味着程序中有类型错误。要让两个类型相等，归一化算法唯
一能做的只有替换类型中的类型变量（可能是用另一个类型变量来替换）。也就是说，如果两个
类型不一样，那么里面最好有某些我们能改变的类型变量！
让我们看一些例子。归一化已经相等的两个类型，例如 int 和 int，不会进行任何实际的操作。归
一化完全不同的两个类型，例如 int 和 bool 或是 bool 和 int → bool，会产生一个类型错误（不
管怎么捣鼓类型变量都不可能让它们相等）。
而当两个类型中的一个有类型变量，而另一个类型里有些其他的东西时，会发生变量的取代
（replacement）。例如，将 int 和 𝛼 归一化会将 𝛼 换成 int。我们称之为替换（substitution），
即我们用 int 取代了 𝛼。如果输入的方式不一样（比如次序是 𝛼 和 int），结果也是一样的。如果
两边都是类型变量，例如 𝛼 和 𝛽，那么我们就用右边的类型变量取代左边的（比如在这个例子里
用 𝛽 取代 𝛼）。
函数类型怎么办呢？等我先围绕替换多说一点再讨论那个。
替换（substitution）就是从类型变量到“要用来替代类型变量的东西”的映射。比如说我们要把
𝛼 换成 𝛽 → 𝛽，把 𝛾 换成 int。从现在开始，我会用这样的记号表示替换：{𝛼 : 𝛽 → 𝛽, 𝛾 : int}。
我们可以将替换应用到类型上，也就是寻找类型中需要被取代的类型变量，并取代它们。例如，
对类型 𝛼 → (𝛽 → 𝛾) 应用上述替换会产生类型 (𝛽 → 𝛽) → (𝛽 → int)。
归一化算法（如果成功的话）会返回一个能使得两个类型相等的替换。换句话来说，如果归一化
算法为类型 𝜏1 和 𝜏2 返回了替换 𝑆，则 apply(𝜏1, 𝑆) ≡ apply(𝜏2, 𝑆)。
好了，回到函数类型上来。以 int → 𝛼 和 𝛽 → bool 这两个类型为例，归一化算法首先归一化左
边（int 和 𝛽），得到替换 {𝛽 : int}。接着，归一化算法再归一化右边（𝛼 和 bool），得到替换 {𝛼 :
bool}。接下来，归一化算法将两个替换结合起来，得到 {𝛼 : bool, 𝛽 : int}。如果我们对两个输入
的类型应用这个替换，就会得到同一个类型：int → bool。
还跟得上吧？好，现在是时候看看更高级的情况了。如果我们归一化 𝛼 → 𝛼 和 int → 𝛾 会怎么
样？（如果我们将恒等函数应用于一个整数，我们就会看到这样的归一化，其中 𝛾 用来捕获函数
的返回类型。）和之前一样，我们先归一化左边的 𝛼 和 int 得到 {𝛼 : int}。这里的情况有点微妙，
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我们得先把另一个 𝛼（函数类型右边的哪个）换成 int，然后再继续操作：正如之前所说，当你
取代一个类型变量的时候，你得把它所有出现的地方都换掉³。所以在归一化左边之后，两个类
型就变成了 int → int 和 int → 𝛾。现在我们可以归一化右边的 int 和 𝛾 了，这会得到 {𝛾 : int}。
最后我们结合两个替换，得到 {𝛼 : int, 𝛾 : int}。恭喜，你刚刚检查出了对一个整数应用恒等函数
会获得一个整数！
有两种归一化的特殊情况，我得提一下：
1. 通常，当你把一个类型变量和什么东西归一化的时候，会产生一个替换，其中包含将这个类
型变量取代为另一个类型（即使它是另一个类型变量）。例外就是当两边是同一个类型变量的
时候，结果会是一个空替换 {}（因为不需要改变什么就能让两个类型相等）。

2. 在取代一个类型变量时，你不能用一个包含了这个类型变量的类型取代它。比如，不能用 𝛼 →
𝛽 取代 𝛼（用 𝛾 → 𝛽 取代就是可以的）。遇到这种情况（比如归一化 𝛼 → 𝛿 和 (𝛼 → 𝛽) → int
的左边的时候）应该报告类型错误。如果允许这种替换就会搞出无限大的类型。在许多文献
中，这种类型也被称为“无限类型（infinite type）”。

4.2.无限类型
（如果你是第一次阅读本文，你可以跳过这一节）
要搞出无限类型，一个简单的办法就是 (λf. f f)。这个表达式用我们的语言来写的话不是很容
易读，所以我用 Python 重写一份：

def something(f):
  return f(f)

这样的例子很有意思，因为我们没法用一个（有限的）类型来表达 f 的类型，而我们传给 f 的某
些值可以让这个函数正常运行，不会引起崩溃（比如恒等函数就可以）。
让我们绕个弯，看看为什么类型会变得无限大。假设 something 函数的类型是：

𝜏𝑓 → 𝜏𝑓的返回值

我们知道 f 本身必须也是函数，那么我们可以将 𝜏𝑓  分解为 𝜏𝑓的参数 和 𝜏𝑓的返回值：
(𝜏𝑓的参数 → 𝜏𝑓的返回值) → 𝜏𝑓的返回值

看看我们到底能不能搞清楚 𝜏𝑓的参数 是什么。因为我们把 f 作为参数传给了 f，那么参数的类型
必须和 f 的类型相等。好，那就试试：

((𝜏𝑓的参数 → 𝜏𝑓的返回值) → 𝜏𝑓的返回值) → 𝜏𝑓的返回值

等下，我们还是没能从式子里干掉 𝜏𝑓的参数。好在我们知道它必须和 f 的类型相等：
(((𝜏𝑓的参数 → 𝜏𝑓的返回值) → 𝜏𝑓的返回值) → 𝜏𝑓的返回值) → 𝜏𝑓的返回值

哦天啊，我们好像永远都无法摆脱 𝜏𝑓的参数 了。没错，正因如此，something 函数的类型是一个无
限类型。
事实：当你对不动点组合子的定义作类型检查时，就会遇到无限类型的问题。

4.3.应用与组合替换
目前为止我只非形式化地描述了如何应用一个替换。接下来让我试着严谨一点。让我根据被应用
替换的类型的类别来进行分类讨论：
• 对具体类型（例如 int 和 bool）应用替换会原样返回该类型。
• 对类型变量应用替换时：

³“在所有出现的地方替换”实现起来其实是“在类型推导算法当前正在处理的类型上替换”。之后，调用者应该
在所有需要的地方应用这个替换。
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‣ 如果这个类型变量已经有一个替换了，返回那个替换。比如说，如果类型变量是 𝛾，而存在
替换 {𝛾 : bool}，则返回 bool；

‣ 否则，原样返回类型变量。比如说，如果，如果类型变量是 𝛽，而存在替换 {𝛾 : bool}，则
返回 𝛽。

• 对函数类型应用替换时，分别对 → 的左侧和右侧的类型应用替换，然后用替换后的类型构造
一个新的函数类型。
现在我可以更准确地描述如何“结合”或者“组合”两个替换了。比如说有两个替换 𝑆1 和 𝑆2，那么
应用结合之后的替换 𝑆3 应该和先后分别应用两个替换 𝑆1, 𝑆2 的效果相同。也就是说，若 𝑆3 =
compose-substitutions(𝑆1, 𝑆2)，则 apply(𝜏, 𝑆3) 和 apply(apply(𝜏, 𝑆1), 𝑆2) 的行为一致。
例：设 𝜏  为 𝛼 → 𝛽，𝑆1 为 {𝛽 : 𝛾 → int}，𝑆2 为 {𝛼 : bool, 𝛾 : float}。对 𝜏  应用 𝑆1 会得到 𝛼 →
(𝛾 → int)，再对其应用 𝑆2 就会得到 bool → (float → int)。有了这个例子，让我们试着定义如何
结合两个替换：
（这个不对）结合两个替换就是将两组要替换的东西的映射结合起来。如果两个替换都为同
一个变量提供了一个替换物，左边的替换胜出。

这个定义已经很接近了，但还是漏了点东西。要搞清楚到底漏了什么，让我们先按这个规
则构造一个 𝑆3 出来。因为 𝑆1 和 𝑆2 中没有冲突，我们可以直接组合两个替换，得到 𝑆3 = {𝛽 :
𝛾 → int, 𝛼 : bool, 𝛾 : float}。当我们将这个替换应用到 𝜏（也就是 𝛼 → 𝛽）上之后，我们得到的
是 bool → (𝛾 → int)。哦不，这可不对，我们没把 𝛾 替换成 “float”。这是因为我们本来应该先
应用 {𝛽 : 𝛾 → int}，然后再在它的结果上应用 {𝛾 : float}。
能否将这一行为写进我们的替换 𝑆3 中呢？𝑆3 = {𝛽 : float → int, 𝛼 : bool, 𝛾 : float} 如何？看起
来这能行。我们修改了 𝛽 的替换，把 𝛾 的取代考虑在内了。从效果上来说，我们已经在 𝛽 上应
用了 𝛾 的替换。所以正确的定义应该是这样：
要组合两个替换 𝑆1 和 𝑆2，首先对 𝑆2 中所有用于取代的类型应用 𝑆1，然后将 𝑆1 中的所有
条目加入 𝑆2 中，除非 𝑆2 中已经存在该条目。

多数情况下，将 𝑆1 应用于 𝑆2 中的类型不会改变任何东西。不过你可以构造出这样的例子：

let id = (λx. x)
in (id id) (id id)

记得看完算法部分之后回到这个例子上，看看你能不能学以致用（这可能得花上个把小时，过程
是有点味同嚼蜡，不过它能让你更好地理解这个算法的机制）。

5.系列（Scheme）与泛化（Generalization）
一个系列（scheme，或称类型系列 type scheme）⁴ 就是在类型上附加一些额外的信息：一个
由类型变量组成的列表。列表中的类型变量是类型中出现的类型变量的子集（一些地方将这些类
型变量称为“自由类型变量”）。通常这个列表是空的，但有时候对于函数类型而言，这个列表中
会存在一些变量。
光这么说太抽象了，还是看看我们的老伙计恒等函数吧。我之前说恒等函数的类型是 𝛼 → 𝛼，这
其实并不准确。如果我们把恒等函数在一个变量里存储起来：

let id = (λx. x) in ...

变量 id 的类型实际上是一个类型系列：Scheme([𝛼], 𝛼 → 𝛼)。事实上，任何变量的的类型总是用
类型系列来表示的（不管变量是否在函数中）。
好，现在我们用 Scheme 把类型 𝛼 → 𝛼 包了起来，附加上了一个列表 [𝛼]，并且列表中的所有类
型变量都在类型中出现了。现在你可能会问，“这到底有什么用？”

⁴译注：在翻译这部分时，一个主要的困难在于如何翻译 Scheme 这个词。译者根据柯林斯词典的解释“a
systematic arrangement of correlated parts; system”将其意译为“系列”。
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回到例子上，让我们调用一下恒等函数：

let id = (λx. x)
in (id square) (id 123)

（想起来了吗？这个例子在类型系统一节里出现过。）这里，id 函数需要具有两种类型：当它被应
用于 square 的时候，它的类型应该是 (int → int) → (int → int)，而当它被应用于 123 的时候，
它的类型却应该是 int → int。怎么办呢？这就要用到一种叫做实例化（instantiation）的方法。
每次我们调用 id 函数的时候，我们根据 id 的类型系列 Scheme([𝛼], 𝛼 → 𝛼)，将列表中的每个类
型变量用一个全新的类型变量取代。这个过程会得到一个类型（而不是类型系列）。这里，𝛼 在
列表中出现过，所以我们用一个全新的类型变量取代它。注意两次调用 id 函数的时候我们都要
分别这么做一次，每次使用不同的、全新的类型变量。那么第一个 id（被应用于 square）的类
型就可以被实例化为 𝛼0 → 𝛼0，而第二个 id 的类型可以被实例化为 𝛼1 → 𝛼1。
现在我们就可以将 𝛼0 替换为 (int → int) 而不会影响到另一个 id 了。同理，我们可以将 𝛼1 替
换为 int。（我们怎么知道要把 𝛼0 替换为 int → int 呢？这是归一化函数告诉我们的。稍候我们
会看到如何调用归一化函数。）
现在你就知道类型系列是什么，以及如何实例化一个类型系列来创造新的类型了。类型系列

Scheme([𝜏1, 𝜏2, …, 𝜏𝑛], 𝜎)，其中 𝜏𝑖是𝜎 中的变量

其实就是：
∀𝜏1∀𝜏2…∀𝜏𝑛.𝜎，其中 𝜏𝑖是𝜎 中的变量

这就是为什么类型系列有时候被称为泛型类型（generic type）、量化类型（quantified type）、
全称类型（universal type）或者多态类型（polymorphic type）⁵。
不过我们还没说过如何创建类型系列。类型系列是由一个类型（就是出现在类型系列中的那个类
型）和环境中的其他信息创建出来的。类型可以被原封不动地抄到类型系列里，所以我们只要搞
清楚哪些类型要被全称量词 ∀ 量化就可以了。办法很简单：对于类型中的所有类型变量，如果
它没有在类型环境中出现过，就用全称量词 ∀ 量化它。
哈，我操，类型环境？啥？
简单来说，类型环境就是我们已经知道类型（并且仍在作用域内）的东西。用一个例子来解释会
容易不少：

(λx. let f = (λy. x) in f 123)

注意 f 的类型。它是个函数，所以一定具有函数类型。参数类型是什么？可以是任何东西，所以
我们用一个类型变量来表示它。方便阅读起见，我就称之为 𝜏𝑦。那么返回类型呢？就是 x 的类
型，我称之为 𝜏𝑥。那么函数 f 的类型就是 𝜏𝑦 → 𝜏𝑥。
当我们将 f 应用 123 的时候，这会把参数类型从 𝜏𝑦 变成 int，但返回类型丝毫不受影响，它还是
𝜏𝑥。也就是说，当我们实例化 f 的类型的时候，我们应该只替换掉 𝜏𝑦 而保持 𝜏𝑥 不变。要在类型
系列中表示这一点，我们说 f 的类型是 ∀𝜏𝑦.𝜏𝑦 → 𝜏𝑥。
回到我们原先的问题上：我们怎么知道应该只用量词 ∀ 量化 𝜏𝑦，而不是把 𝜏𝑥 和 𝜏𝑦 都用量词 ∀
量化呢？因为 𝜏𝑥 在类型环境中出现过。那什么是类型环境？就是当前所有已经定义的变量的类
型。x 是在 f 外面定义的，并且具有类型 𝜏𝑥，所以 𝜏𝑥 不应该被 ∀ 量化，就算它在类型 𝜏𝑦 → 𝜏𝑥
中出现过。
值得注意的是，只有 let 绑定创建的变量才会被泛化。函数的参数不会被泛化（它们的类型系列
没有任何 ∀）。
总结下来：

⁵译注：后一种记号以及这一段文本是译者根据个人理解自己加的，并且译者之后会继续使用第二种记号。
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• 类型系列 ∀𝜏1∀𝜏2…∀𝜏𝑛.𝜎 由一个类型 𝜎 和若干被全称量词 ∀ 量化的类型 𝜏𝑖 构成，其中 𝜏𝑖 是 𝜎
中的类型变量

• 当声明变量时，泛化变量的类型
• 泛化就是从一个类型创造出一个类型系列的过程
• 类型系列中被全称量词 ∀ 量化的类型变量，就是类型系列的类型中那些不存在于类型环境中
的类型变量

• 当使用变量时，实例化它的类型系列
• 实例化一个类型系列会产生一个类型
• 实例化就是将类型系列中被全称量词 ∀ 量化的类型变量全部替换为全新的类型变量

6.推导表达式的类型
现在，周瑜！终于，我们可以描述完整的算法了！
类型推导函数接受两个参数：要推导类型的表达式，以及当前的类型环境。类型环境就是一个从
变量名（语言中的变量名，不是类型变量）到类型系列的映射。类型环境中包含了当前位于作用
域中的变量。当我们开始推导整个程序的类型时，类型环境是空的。随着类型推导的推进，算法
会逐步将信息添加到类型环境中。
类型推导函数有两个返回值：表达式的类型，以及一个替换。你可以将替换视为算法返回所了解
的程序其他部分（除了表达式）的一种方式。
算法递归地遍历表达式树。当一个表达式包含另一个表达式（比如函数应用包含一个作为函数的
表达式和一个作为参数的表达式）时，算法对子表达式递归地调用自身。细节我马上会提到，但
我得现在说明一些事情：有时候算法会向递归调用传递一个修改过的类型环境的副本。注意被修
改的是一个副本，原先的类型环境不会改变。
毫无疑问，算法需要对语言中不同类型的表达式做不同的事。它们大致上遵循这样一个模式：递
归地处理子表达式，在下降的过程中向类型环境中添加信息，并在上升的过程中，结合返回的替
换信息，逐渐分析出所有东西的类型。
让我们依次讲解每种表达式的处理方法：

6.1.字面量，例如 123
超级简单。我们返回这个值的类型（比如说，如果值是 false 就返回 bool，如果值是 123 就返回
int）以及一个空的替换。

6.2.变量，例如 foo
也不太坏。我们在类型环境中查找变量名，得到一个类型系列，并将其实例化成一个类型，把这
个类型和一个空的替换一并返回。如果类型环境中找不到这个变量，就意味着这个变量尚未被定
义，这是一个错误。
注意，实例化是发生在变量被使用的时候，而不是在函数被应用的时候。

6.3.函数抽象，例如 λx. times 2 x
记住这门语言里的所有函数都有且仅有一个参数。首先，创建一个新的类型变量来表示这个参数
的类型。方便起见，我们将参数称为 x，将类型变量称为 𝜈0。接着，创建一个类型环境的副本，
在其中加入一项 x 并将其与类型系列 𝜈0（这个类型系列中没有任何全称量词，即没有被量化的
类型变量）关联；记住，被修改的是副本，原先的类型环境不变）。
使用这个更新后的类型环境，递归地对函数的函数体应用算法，这会返回函数体的类型 𝜏和一个
替换 𝑆。
接着，对我们刚刚创建的类型变量 𝜈0 应用 𝑆 得到替换后的类型变量 𝜈：这一步是利用我们分析
函数体得到的信息反推参数需要是什么类型，反映在 𝜈0 中的类型变量被什么东西取代。当然，应
用替换 𝑆 也可能不会产生任何效果。
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现在我们可以创建函数的类型了。函数具有函数类型（惊讶吧）。参数类型就是我们对 𝜈0 应用替
换 𝑆 后得到的 𝜈，而返回类型就是函数体的类型 𝜏。
例子时间到。比如说分析函数体的递归调用返回了类型 𝜏 = bool 和替换 𝑆 = {𝜈0 : int}，我们对
类型变量 𝜈0 应用 𝑆，得到 𝜈 = int。把它们组装起来就能得到函数的类型 𝜈 → 𝜏 = int → bool。

6.4.函数应用，例如 foo 55
在分析函数应用的类型时，我们不能直接把函数的返回类型当作整个表达式的类型。考虑向恒等
函数（具有类型 𝛼 → 𝛼）传递一个数字（具有类型 int）。恒等函数会原样返回其输入，所以返回
值类型显然应该是 int，而不是 𝛼。实际上我们需要做的是搞清楚如何让函数类型中 → 左边的类
型和实际参数的类型相等（也就是说，找到一个能使得它们相等的替换）。在这之后，我们就有
足够的信息来分析返回类型了。
1. 创建一个新的类型变量 𝜋，这个类型变量会被用于“捕获”函数的返回类型。这个类型变量不会
马上被用到，但我们第一步就创建它，这样我们创建类型变量的顺序就有一定意义（因而方
便调试）。

2. 递归地调用算法来分析被调函数的类型，获得一个替换 𝑆1 和被调函数的类型 𝜏1。如果函数
是一个变量（例如 foo），那么这次递归调用会帮我们实例化这个变量的类型系列。

现在，我们就有了函数应用左边的类型信息（𝜏1）
3. 对类型环境中的所有类型应用替换 𝑆1 以创建一个新的类型环境 Γ1。为什么要这么做？因为
我们刚刚推导出了左边的类型，而在这个过程中我们发现的某些信息可能对右边的类型推导
有用（考虑形如 (times x) (id x) 的表达式，x 在左右两边都出现了），所以在继续之前我们
应该更新类型环境。这一步对接下来推导出右边的正确类型非常重要。

4. 使用新创建的类型环境 Γ1，递归地对右边应用算法，获得替换 𝑆2 和作为参数的表达式的类
型 𝜏2。

5. 对 𝜏1 应用 𝑆2得到 𝜏1′，和刚才一样，这是为了利用我们推导右边的类型时获得的信息，完善
左边的类型。

现在我们有了左右两边的类型，但这还不是整个函数应用的类型。
6. 创建一个函数类型 𝜏2 → 𝜋，将其与 𝜏1′（函数的类型）归一化，并得到替换 𝑆3。
这会将 𝜋 与函数实际的返回类型归一化，这样我们就能很方便地获得返回类型（只要看 𝜋 被替
换成了什么类型就可以了）。
归一化函数是唯一会向替换中添加信息的情况。也就是说，如果一个表达式里没有任何函数应
用，那么你就可以确定类型检查算法对这个表达式会返回一个空的替换。
7. 马上就完成了，接下来准备两个返回值就好。首先我们得制作要返回的替换：把替换 𝑆1, 𝑆2
和 𝑆3 组合起来，得到一个大的替换 𝑆。

8. 最后，我们对 𝜋 应用 𝑆，得到 𝜋′，也就是函数应用实际返回的类型。
步骤很多，所以我们总结一下：如果你检查出函数的类型是 𝜏1 → 𝜏2，而参数的类型是 𝜏3，那么
引入一个新的类型变量 𝜋，归一化 𝜏1 → 𝜏2 和 𝜏3 → 𝜋，最后再搞清楚 𝜋 会被替换成什么类型，就
搞定了。

6.5. let 绑定，例如 let x = 123 in x
最后一个了，再坚持一下！
1. 推导出第一个表达式（例子中的 123）的类型，获得替换 𝑆1 和类型 𝜏1。
2. 对类型环境中的所有类型应用替换 𝑆1 以创建一个新的类型环境 Γ1，基于这个类型环境将类
型 𝜏1 泛化成类型系列 ∀…𝜏1。之后，我们不再使用 Γ1。
3. 创建一个新的类型环境 Γ2，其中包含变量（例子中的 x）的类型系列 ∀…𝜏1。
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4. 对 Γ2 中的所有类型应用替换 𝑆1，创建一个新的类型环境（又一个！）Γ3。这是因为我们在推
导第一个表达式的类型的途中获得了一些信息，我们要在第二个表达式的推导中用上这些信
息。

5. 使用 Γ3 对第二个表达式递归调用算法，得到替换 𝑆2 和第二个表达式的类型 𝜏2。
算法返回的类型就是 𝜏2，返回的替换则是 𝑆1 与 𝑆2 的组合。
这次我也总结一下。首先推导第一个表达式的类型（𝜏1），然后将其泛化成类型系列，将这个类
型系列加入类型环境中，然后推导第二个表达式的类型。
有一件很重要的事，我得在这强调一下。在上面第二步中，我们在创建类型系列时泛化了一个类
型。如果你回去看函数抽象那一节，你会看到我们也（为函数参数）创建了类型系列，但那个类
型系列中没有任何被全称量词量化的类型变量。也就是说，由 let 引入的变量可以被实例化出不
同的类型，而函数参数引入的变量不行。比如以下代码是合法的：

let id = (λx. x)
in (id square) (id 44)

而以下代码是非法的：

(λid. (id square) (id 44)) (λx. x)

在所有用到函数参数的地方，函数参数都必须具有同一个类型，而由 let 引入的变量则可以具
有不同的类型。多数语言的类型推导都是这样的（在 Haskell 中你可以启用编译器特性“N 阶泛
型”并给编译器提供一个行得通的类型）。
此外也得说一下这个算法如何能够避免自引用/递归绑定。（如果我们有递归绑定的话，我们就可
以搞出递归函数，因为因为函数体中可以引用函数本身。）原理很简单：在我们对 let 中第一个
表达式进行类型检查的时候，变量名还没有被加入到类型环境中。也就是说在第一个表达式中对
该变量名的任何引用都会引用到这个变量名之前的绑定，而不是由 let 表达式引入的绑定。
举个例子，表达式

let x = 5
in let x = square x
   in x

的结果是 25。

7.结论
这就是 Algorithm W。它对于不同类型的表达式应用我们所引入的不同类型的操作
• 对字面量作类型检查：不涉及任何类型操作。
• 对变量作类型检查：需要在类型环境中查找类型系列并进行实例化。
• 对函数抽象作类型检查：需要创建一个新的类型变量，修改类型环境并应用替换。
• 对函数应用作类型检查：同样需要创建一个新的类型变量并应用替换。此外它还要使用归一化
算法，并且组合替换。

• 对 let 绑定作类型检查：同样需要修改类型环境，需要应用和组合替换。
• 对后三种表达式作类型检查还涉及到对子表达式递归应用算法。
或者写成伪代码⁶：

⁶译注：这段伪代码是译者加的，取自论文 Generalizing Hindley-Milner Type Inference Algorithms，有
修改。
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𝑊 :: 𝑇𝑦𝑝𝑒𝐸𝑛𝑣𝑖𝑟𝑜𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 × 𝐸𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 → 𝑆𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 × 𝑇𝑦𝑝𝑒

𝑊(Γ, 𝑥) = ([], 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑡𝑒(𝜎)), where (𝑥 : 𝜎) ∈ Γ
𝑊(Γ, 𝜆𝑥 → 𝑒) = 𝐥𝐞𝐭 (𝑆1, 𝜏1) = 𝑊(Γ \ 𝑥 ∪ {𝑥 : 𝛽}, 𝑒), fresh 𝛽

𝐢𝐧 (𝑆1, 𝑆1𝛽 → 𝜏1)
𝑊(Γ, 𝑒1𝑒2) = 𝐥𝐞𝐭 (𝑆1, 𝜏1) = 𝑊(Γ, 𝑒1),

let (𝑆2, 𝜏2) = 𝑊(𝑆1Γ, 𝑒2),
let 𝑆3 = 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑦7(𝑆2𝜏1, 𝜏2 → 𝜋), fresh 𝜋8

𝐢𝐧 (𝑆3 ∘ 𝑆2 ∘ 𝑆1, 𝑆3𝜋)
𝑊(Γ, 𝐥𝐞𝐭 𝑥 = 𝑒1 𝐢𝐧 𝑒2) = 𝐥𝐞𝐭 (𝑆1, 𝜏1) = 𝑊(Γ, 𝑒1),

let (𝑆2, 𝜏2) = 𝑊(𝑆1Γ \ 𝑥 ∪ {𝑥 : 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙𝑖𝑧𝑒(𝑆1Γ, 𝜏1)}, 𝑒2),
𝐢𝐧 (𝑆2 ∘ 𝑆1, 𝜏2)

希望这篇文章能让你理解诸如泛化或归一化之类的单个操作是如何工作的，以及它们的用途。也
许在反复阅读本文之后，你甚至能理解它们在每种类型的表达式上的作用。

注释
如果以上文本存在内容性错误，请在 Twitter 上报告给原作者；如果存在翻译错误，请通过
GitHub issue 报告问题。

最广归一（Most General Unifier）
本算法中的归一化过程返回的是“最广归一”，即返回的是最泛化的类型（或者说，能够获得最泛
化的类型的替换）。你可以理解为这是让两个类型相等所需要的最少的修改。
比如说，我们要归一化类型 𝛼 → 𝛼 和 𝛽 → 𝛾，一个可行的归一（替换）是 {𝛼 : int, 𝛽 : int, 𝛾 : int}。
这当然可以成功地归一化两个类型（都会变成 int → int），但这不是最泛化的类型。一个可行的
最广归一是 {𝛽 : 𝛼, 𝛾 : 𝛼}（两个类型都会变成 𝛼 → 𝛼）。另一个可行的的最广归一是 {𝛼 : 𝛾, 𝛽 : 𝛾}
（两个类型都会变成 𝛾 → 𝛾）。
最广归一有一个有趣的性质，这段读不通不翻了。

术语表
• 抽象（Abstraction）：创建一个函数
• 应用（Application）：

‣ 应用替换（Application of substitutions）：将一个类型中的某些类型变量用其它类型取代
‣ 函数应用（Function application）：调用一个函数

• BNF：巴科斯-瑙尔范式
• 绑定（Binding）：创建一个变量
• 泛化（Generalize）：从类型创建类型系列
• 恒等函数（Identity function）：一个原样返回其参数的函数
• 实例化（Instantiate）：从类型系列创建类型
• 系列（Scheme）：见“类型系列”
• 替换（Substitution）：从类型变量到用来取代它们的类型的映射
• 类型环境（Type environment）：作用域中现存的类型系列
• 类型系列（Type vcheme）：一个带有类型变量列表的类型
• 类型变量（Type variable）：类型系统中的一个未知量

⁷译注：𝑢𝑛𝑖𝑓𝑦 原为 𝑚𝑔𝑢，即 Most General Unify。
⁸译注：𝜋 原为 𝛽。
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https://twitter.com/silenceofnight
https://github.com/chuigda/9T56/issues
https://github.com/chuigda/9T56/issues
https://github.com/chuigda/9T56/issues
https://en.wikipedia.org/wiki/Backus%E2%80%93Naur_form


• 归一（Unifier）：一个能使得两个类型相等的替换
• 变量（Variable）：语言中的一个变量可以存储某些值

参见
• Algorithm W Step by Step：使用 Haskell 实现了 Algorithm W
• Principal type-schemes for functional programs：给出了完整的 Algorithm W，读起来
比较紧凑

• Excessive explaination：首个尝试事无巨细地解释 Algorithm W 的一系列博客
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http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.65.7733&rep=rep1&type=pdf
https://dl.acm.org/doi/pdf/10.1145/582153.582176
https://ericlippert.com/2016/11/30/4498/


𝑌𝑜𝑢𝑟 𝑟𝑒𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦
𝐸𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑑𝑎𝑦, 𝐼 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑒 𝑎 𝑓𝑢𝑡𝑢𝑟𝑒 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝐼 𝑐𝑎𝑛 𝑏𝑒 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑦𝑜𝑢

𝐼𝑛 𝑚𝑦 ℎ𝑎𝑛𝑑 𝑖𝑠 𝑎 𝑝𝑒𝑛 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑤𝑖𝑙𝑙 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 𝑎 𝑝𝑜𝑒𝑚 𝑜𝑓 𝑚𝑒 𝑎𝑛𝑑 𝑦𝑜𝑢
𝑇ℎ𝑒 𝑖𝑛𝑘 𝑓𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑑𝑜𝑤𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑜 𝑎 𝑑𝑎𝑟𝑘 𝑝𝑢𝑑𝑑𝑙𝑒

𝐽𝑢𝑠𝑡 𝑚𝑜𝑣𝑒 𝑦𝑜𝑢𝑟 ℎ𝑎𝑛𝑑 - 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝑤𝑎𝑦 𝑖𝑛𝑡𝑜 ℎ𝑖𝑠 ℎ𝑒𝑎𝑟𝑡!
𝐵𝑢𝑡 𝑖𝑛 𝑡ℎ𝑖𝑠 𝑤𝑜𝑟𝑙𝑑 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑐ℎ𝑜𝑖𝑐𝑒𝑠

𝑊ℎ𝑎𝑡 𝑤𝑖𝑙𝑙 𝑖𝑡 𝑡𝑎𝑘𝑒 𝑗𝑢𝑠𝑡 𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑎𝑦?
𝑊ℎ𝑎𝑡 𝑤𝑖𝑙𝑙 𝑖𝑡 𝑡𝑎𝑘𝑒 - 𝑗𝑢𝑠𝑡 𝑡𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑎𝑦?

𝐻𝑎𝑣𝑒 𝐼 𝑓𝑜𝑢𝑛𝑑 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦𝑏𝑜𝑑𝑦 𝑎 𝑓𝑢𝑛 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑡𝑜𝑑𝑎𝑦?
𝑊ℎ𝑒𝑛 𝑦𝑜𝑢'𝑟𝑒 ℎ𝑒𝑟𝑒, 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑤𝑒 𝑑𝑜 𝑖𝑠 𝑓𝑢𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑡ℎ𝑒𝑚 𝑎𝑛𝑦𝑤𝑎𝑦

𝑊ℎ𝑒𝑛 𝐼 𝑐𝑎𝑛'𝑡 𝑒𝑣𝑒𝑛 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑚𝑦 𝑜𝑤𝑛 𝑓𝑒𝑒𝑙𝑖𝑛𝑔𝑠
𝑊ℎ𝑎𝑡 𝑔𝑜𝑜𝑑 𝑎𝑟𝑒 𝑤𝑜𝑟𝑑𝑠 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑎 𝑠𝑚𝑖𝑙𝑒 𝑠𝑎𝑦𝑠 𝑖𝑡 𝑎𝑙𝑙?
𝐴𝑛𝑑 𝑖𝑓 𝑡ℎ𝑖𝑠 𝑤𝑜𝑟𝑙𝑑 𝑤𝑜𝑛'𝑡 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 𝑚𝑒 𝑎𝑛 𝑒𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔
𝑊ℎ𝑎𝑡 𝑤𝑖𝑙𝑙 𝑖𝑡 𝑡𝑎𝑘𝑒 𝑗𝑢𝑠𝑡 𝑓𝑜𝑟 𝑚𝑒 𝑡𝑜 ℎ𝑎𝑣𝑒 𝑖𝑡 𝑎𝑙𝑙?

𝐷𝑜𝑒𝑠 𝑚𝑦 𝑝𝑒𝑛 𝑜𝑛𝑙𝑦 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 𝑏𝑖𝑡𝑡𝑒𝑟 𝑤𝑜𝑟𝑑𝑠 𝑓𝑜𝑟 𝑡ℎ𝑜𝑠𝑒 𝑤ℎ𝑜 𝑎𝑟𝑒 𝑑𝑒𝑎𝑟 𝑡𝑜 𝑚𝑒?
𝐼𝑠 𝑖𝑡 𝑙𝑜𝑣𝑒 𝑖𝑓 𝐼 𝑡𝑎𝑘𝑒 𝑦𝑜𝑢, 𝑜𝑟 𝑖𝑠 𝑖𝑡 𝑙𝑜𝑣𝑒 𝑖𝑓 𝐼 𝑠𝑒𝑡 𝑦𝑜𝑢 𝑓𝑟𝑒𝑒?

𝑇ℎ𝑒 𝑖𝑛𝑘 𝑓𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑑𝑜𝑤𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑜 𝑎 𝑑𝑎𝑟𝑘 𝑝𝑢𝑑𝑑𝑙𝑒
𝐻𝑜𝑤 𝑐𝑎𝑛 𝐼 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 𝑙𝑜𝑣𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦?

𝐼𝑓 𝐼 𝑐𝑎𝑛'𝑡 ℎ𝑒𝑎𝑟 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑜𝑢𝑛𝑑 𝑜𝑓 𝑦𝑜𝑢𝑟 ℎ𝑒𝑎𝑟𝑡𝑏𝑒𝑎𝑡
𝑊ℎ𝑎𝑡 𝑑𝑜 𝑦𝑜𝑢 𝑐𝑎𝑙𝑙 𝑙𝑜𝑣𝑒 𝑖𝑛 𝑦𝑜𝑢𝑟 𝑟𝑒𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦?

𝐴𝑛𝑑 𝑖𝑛 𝑦𝑜𝑢𝑟 𝑟𝑒𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦, 𝑖𝑓 𝐼 𝑑𝑜𝑛'𝑡 𝑘𝑛𝑜𝑤 ℎ𝑜𝑤 𝑡𝑜 𝑙𝑜𝑣𝑒 𝑦𝑜𝑢
𝐼'𝑙𝑙 𝑙𝑒𝑎𝑣𝑒 𝑦𝑜𝑢 𝑏𝑒
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